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Как известно, к наиболее часто употребляемым функциям на пря-
мой относятся степенные функции. Многомерным аналогом степен-
ных функций являются однородные, имеющие вид 𝜃(𝜏)|𝑡|𝛼, в кото-
рых помимо параметра 𝛼 присутствует произвольная функция на
единичной сфере. При вычислении обратного преобразования Фурье
этих функций имеются ограничения на порядок 𝛼. Одним из при-
емов для улучшения сходимости является суммирование по Абелю.
В статье получены формулы суммирования по Абелю для обратно-
го преобразования Фурье однородных функций, имеющих вид 𝜃(𝜏)|𝑡|𝛼,
𝜏 ∈ 𝑆𝑛−1 = {𝑡 ∈ R𝑛 : |𝑡| = 1}, для различных функциональных про-
странств на единичной сфере.
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Введение
В настоящее время применяются различные подходы к вычислению преобра-









где 𝑡 = |𝑡|𝜏 . Отметим, что 𝐹 [·](𝑡) = (2𝜋)𝑛𝐹−1[·](−𝑡).
В статье [5], посвящённой вычислению характеристики по символу, показано,
что (1) в силу 𝐿1 и 𝐿2-теории является сходящимся для достаточно гладкой функ-
ции 𝜃(𝜏) при −𝑛 < 𝛼 < 𝑓𝑟𝑎𝑐𝑛2. Для вычисления этого интеграла при 𝛼 ≥ −𝑛2
применяется явная регуляризация, использующая средние следов на единичной
сфере. Для этого были введены p.f.-интегралы и отмечалось, что их сходимость
обеспечивается достаточной гладкостью функций на сфере. В [9] предложен под-
ход, основанный на преобразовании Фурье обобщённых функций в R𝑛. В [1] ис-
пользуется контурное интегрирование по двойным петлям в комплексной плоско-
сти.
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В книге [8] рассматривается суммирование интегралов по Абелю. Мы будем
опираться на изложение метода суммирования Абеля из книги Стейна, Вейса [7].
Основываясь на этом подходе, вычислим обратное преобразование Фурье одно-
родных функций.
Сформулируем основные результаты.
Теорема 1. Пусть 𝜃(𝜏)∈𝐶∞(𝑆𝑛−1) — пространство бесконечно дифференцируе-























Теорема 2. Пусть 𝜃(𝜏) ∈ 𝐿𝑟2(𝑆𝑛−1) — пространство дифференцируемых функ-
ций на сфере 𝑆𝑛−1, чьи производные до порядка 𝑟 существуют и принадлежат
пространству 𝐿2(𝑆
𝑛−1) суммируемых с квадратом функций. Тогда (2) справед-
ливо при 𝑟 ≥ 𝛼 + 𝑛2 и 𝛼 > −𝑛.
1. Некоторые сведения из теории функций на сфере
Рассмотрим однородные гармонические многочлены порядка 𝑙: 𝑃𝑙(𝑥), 𝑥 ∈ R𝑛.
Определение 1. Будем называть сужение 𝑃𝑙(𝑥) на единичную сферу 𝑆𝑛−1
|𝑥|−𝑙𝑃𝑙(𝑥) = 𝑌𝑙(𝜉), 𝜉 = 𝑥|𝑥| ∈ 𝑆
𝑛−1, 𝑙 = 0, 1, 2, . . .
сферической гармоникой порядка 𝑙.
Лемма 1 ( [5], с. 30). Пусть имеем произвольные сферические гармоники 𝑌𝑙(𝜉) и
𝑌𝑘(𝜉) разного порядка 𝑘, 𝑙 = 0, 1, 2, . . . , 𝑘 ̸= 𝑙. Тогда справедливо следующее равен-
ство 
𝑆𝑛−1















𝑛−1) ортонормированный базис из сферических гармоник по-
рядка 𝑙: 𝑌𝑙𝑗(𝜉); 𝑙 = 0, 1, 2, . . . ; 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑑(𝑙), где 𝑑(𝑙) — размерность пространства
сферических гармоник порядка 𝑙
𝑑(𝑙) =
(𝑛 + 2𝑙 − 2)Γ(𝑛 + 𝑙 − 2)
Γ(𝑙 + 1)Γ(𝑛− 1) .
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Лемма 2 ( [5], с. 30). Функции {𝑌𝑙𝑗(𝜉)} образуют полную ортонормированную
систему функций на сфере 𝑆𝑛−1.
Таким образом, каждую функцию из 𝐿2(𝑆
𝑛−1) можно представить с помощью












Введём функциональные пространства дробной гладкости для функций из
𝐿2(𝑆
𝑛−1). Рассмотрим оператор Лапласа. Для его записи будем использовать сфе-
рические координаты:
𝜉1 = cos𝜙1,
𝜉2 = sin𝜙1 cos𝜙2,
𝜉3 = sin𝜙1 sin𝜙2 cos𝜙3,
. . .
𝜉𝑛−2 = sin𝜙1 . . . sin𝜙𝑛−3 cos𝜙𝑛−2,
𝜉𝑛−1 = sin𝜙1 . . . sin𝜙𝑛−3 sin𝜙𝑛−2 cos𝜙𝑛−1,
𝜉𝑛 = sin𝜙1 . . . sin𝜙𝑛−3 sin𝜙𝑛−2 sin𝜙𝑛−1,
причём 0 ≤ 𝜙𝑗 ≤ 𝜋, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛− 2, 0 ≤ 𝜙𝑛−1 < 2𝜋.





































2, при 𝑗 > 1.
Оператор ∆𝜌 называется радиальной частью ∆, а ∆𝜉 — сферическим операто-






𝑥 ∈ R𝑛 продолжение функции 𝜃(𝜉) постоянным образом по радиальным направ-
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в точках сферы и поэтому можно говорить о совпадении дифференциальных
свойств на сфере и в пространстве.
Лемма 3 ( [3], с. 144). Собственными функциями оператора ∆𝜉 являются сфе-
рические гармоники, причём
∆𝜉𝑌𝑙(𝜉) = 𝑙(𝑙 + 𝑛− 2)𝑌𝑙(𝜉), 𝑙 = 0, 1, 2, . . .





будем называть мультипликаторным, а его спектр {𝑡𝑙} мультипликатором по
сферическим гармоникам ( [10], с. 510).
Рассмотрим мультипликаторный оператор (𝐸 + ∆𝜉)
𝑟
2 с мультипликатором
{(1 + 𝑙(𝑙 + 𝑛− 2)) 𝑟2 }, где 𝐸 — единичный оператор.
Определение 3. Если 0 < 𝑟 <∞, то в пространство 𝐿𝑟2(𝑆𝑛−1) будем включать
те функции 𝜃(𝜉), определённые на сфере, для которых
(𝐸 + ∆𝜉)
𝑟
2 𝜃(𝜉) ∈ 𝐿2(𝑆𝑛−1).
2. Доказательство теорем
Доказательство теоремы 1. Запишем формулу обратного преобразования Фурье














Так как при −𝑛 < 𝛼 < −𝑛2 этот интеграл определяет обычную функцию (см.
















Γ(𝜈), Re𝜇 > 0, Re 𝜈 > 0.
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Тогда

















Вычислим отдельно выражение под знаком предела. Применим разложение в
ряд справедливое при |𝑥| < 1:
(1 + 𝑥)−𝜈 =
∞∑︁
𝑘=0
(−1)𝑘 Γ(𝜈 + 𝑘)
Γ(𝜈)Γ(𝑘 + 1)
𝑥𝑘.


































Подставим разложение (3) для 𝜃(𝜏) в ряд Фурье-Лапласа по сферическим гармо-














Для вычисления интеграла воспользуемся формулой (26.80) из [4]:

𝑆𝑛−1











если 𝑘 − 𝑙 = 0, 2, 4, . . . , в остальных случаях целочисленных значений разности
𝑘 − 𝑙 интеграл равен 0.
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)︀ = 0. Введём новый индекс





















































При 𝜀 > 1 второй ряд является гипергеометрическим. Он равномерно и абсолютно




























(︁𝛼 + 𝑛 + 𝑙
2
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Очевидно, что при 𝜀 > 1 − 1𝜀2 ∈ (−1, 0). Осуществим аналитическое продол-
жение гипергеометрического ряда в комплексную плоскость с разрезом по лучу
(1,∞) с помощью преобразования 𝑤 = 𝑧𝑧−1 . (см. [2], 9.131.1):
































)︀ × 2𝐹1(︁𝛼 + 𝑛 + 𝑙
2
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(︁𝛼 + 𝑛 + 𝑙
2
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(︁𝛼 + 𝑛 + 𝑙
2
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Применим формулу для значения гипергеометрической функции в единице (см.






























)︀ ∼ 𝑙𝛼+𝑛2 при 𝑙→∞.
Так как 𝜃(𝜏) ∈ 𝐶∞(𝑆𝑛−1), то по теореме 4.8 из [5]
𝜃𝑙𝑗 = 𝑂(𝑙
−𝑘) для всех 𝑘 > 0.
В силу этого получим абсолютно и равномерно сходящийся ряд в (5). Это обосно-
вывает перемены знаков суммирования и интегрирования.
Исходное предположение −𝑛 < 𝛼 < −𝑛2 можно расширить в область 𝛼 > 0,
𝛼 ̸= 1, 2, 3, . . . в силу аналитичности по 𝛼 правой части в (2).
Доказательство теоремы 2. Все произведённые вычисления в теореме 1 остают-
ся в силе. Исследуем на сходимость ряд Фурье-Лапласа в (5).
Необходимо обеспечить достаточный порядок гладкости полученной функции
на сфере. Мультипликатор 𝑚𝑙 соответствует операции дифференцирования на
сфере порядка 𝛼+ 𝑛2 . Для того, чтобы ряд был сходящимся в 𝐿2(𝑆
𝑛−1) необходимо
потребовать, чтобы 𝜃(𝜏) ∈ 𝐿𝑟2(𝑆𝑛−1), где 𝑟 ≥ 𝛼 + 𝑛2 .
Отметим, что имеет место теорема вложения (см. [1], лемма 1.7):
𝐿𝑟2(𝑆
𝑛−1) ⊂ 𝐶𝑘(𝑆𝑛−1) при 𝑟 ≥ 𝑘 + 𝑛
2
.
Таким образом, ряды в (5) абсолютно и равномерно сходятся и их сумма при-
надлежит пространству 𝐶𝑘(𝑆𝑛−1), если 𝑟 ≥ 𝑘 + 𝛼 + 𝑛.
Заключение
Для получения разложений в ряд плотностей многомерных устойчивых распре-
делений необходимо находить обратное преобразование Фурье однородных функ-
ций в R𝑛. При вычислении обратного преобразования Фурье этих функций име-
ются ограничения на порядок 𝛼. Одним из приемов для улучшения сходимости
является суммирование по Абелю.
В статье получены формулы суммирования по Абелю для обратного преобра-
зования Фурье этих функций, имеющих вид 𝜃(𝜏)|𝑡|𝛼, 𝜏 ∈ 𝑆𝑛−1 = {𝑡 ∈ R𝑛 : |𝑡| = 1},
для различных функциональных пространств на единичной сфере.
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As is well known, the most commonly used functions on a line are powerful
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functions, which look like 𝜃(𝜏)|𝑡|𝛼 and have an arbitrary function on a unit
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inverse Fourier transform of homogeneous functions have been derived in
the article, which look like𝜃(𝜏)|𝑡|𝛼, 𝜏 ∈ 𝑆𝑛−1 = {𝑡 ∈ R𝑛 : |𝑡| = 1} for
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